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Algebrai geometria

Wikipédia: Az algebrai geometria a matematikdnak egy olyan aga,
amely absztrakt algebrai technikdkat hasznal, féleg a kommutativ
algebrabdl, geometriai problémak megoldasara. Klasszikusan
tobbvaltozds polinomok nullahelyeit tanulmédnyozza; a modern
megkozelités ezt sok vonatkozasban altaldanositja.

Az eddigi kiosztott Fields érmek alapjan az algebrai geometria a
"legdijazottabb” teriilet:

> Kodaira ('54), Serre ('54), Atiyah ('66), Grothendieck ('66),
Hironaka ('70), Bombieri ('74), Mumford ('74), Deligne ('78), Yau
('82), Faltings ('86), Drinfeld ('90), Mori ('90), Kontsevich ('98),
Voevodsky (2002), Okounkov (2006), Bao Chao (2010), Bhargava
(2014), Mirzakhani (2014), Birkar (2018), Scholze (2018), Huh
(2022)



Algebrai gorbék

» Definicié: Az algebrai gorbék azon a geometriai alakzatok,
amelyek egy polinom egyenlet megolddsaiként jonnek létre a
sikon vagy a térben.

> Példak:

> Lindris gorbék: y = mx + b (egyenesek).
» Kvadratikus gorbék: y = ax? + bx + c (paraboldk).
» Harmadfoku gorbék: y = ax® + bx® + cx + d.
» Tulajdonsagok:
» Dimenzié: A gorbék 1 dimenzidsak.
» Fok: A polinomban megjelen6 legmagasabb hatvany.
» Szingularitds: A gorbe olyan pontjai, ahol nem definidlhaté az
érintOegyenes.



Algebrai gorbék: Bézout tétel

Projektiv geometria: a tér , végtelen tavoli” térelemekkel vald
kibOvitése.

Erdemes az algebrai gorbéket a projektiv térben tekinteni.

Bézout tétel: Két projektiv algebrai gorbe metszéspontjainak
szama = a fokok szorzata

N = deg C; - deg G

Két harmadfoki gorbe  Egy mdasod- és egy negyedfoku



Gorbék Szamolasa - Klasszikus Eredmények
» Tétel: A projektiv térben minden sima harmadfoku feliileten
pontosan 27 egyenes talalhatd.
> Hattér:

> A 19. szdzadi geometria egyik legismertebb eredménye
» Leszamlalé geometria, Schubert kalkulus.

» Minden egyenes pontosan 10 masikat metsz.
> lllusztracioé:

DA



Racionalis gorbék a sikban

Racionélis gorbe: génusz g =0

Kérdés: Hany raciondlis d-ed foki gorbe illeszkedik a (projektiv)
sikon 3d — 1 &ltalanos helyzet(i pontra?

Jelolje ezt a szamot Nj.

» N; = N =1 (Euklidész)
» N3 = 12 (Steiner, 1848)
» Nz = 620 (Zeuthen, XIX. sz. vége)



Kvantum Kohomoldgia
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Kontsevich (Field érem, '98)
Megadja Ny-t tetszbleges d-re

vy

A kvantum kohomoldgia egy ij matematikai struktdra, amely
egy a kvantumelméletbdl jott megkozelitést haszndl az
algebrai geometridban.
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El6zmények: Gromov, Witten

v

A klasszikus kohomoldgia kiterjesztése.



Stabil Gorbék és Gromov-Witten invaridnsok

» Definicié: Egy algebrai gorbe stabil, ha az automorfizmus
csoportja véges. Ennek eléréséhez pontokat rogzitiink a
gorbén (pl. P! min. 3 ponttal.)

» Modulus tér: A n-pontozott, g genuszu, stabil gorbéknek
létezik egy M, , modulus tere

» Gromov-Witten invariansok:

GWg n(X,5) = / fl cehSn ceviag - eV,
Meg,n(X,5)
ahol:
> g: a gorbék genusza
P> n: a leképezett pontok szama
> X: a tér, ahova képeziink
» (3. a gorbe képének homoldgiaosztalya
P 1); a pontok osztdlyat, ev; pedig az i-edik megjelolt ponton
vett kiértékelést reprezentdlja.
» Alkalmazas (H a hipersik osztély):

Ng = GWy34-1(P?, dH).



Lehetséges témak

> BSc:
> Bezout tétel
» 27 egyenes a harmadfoki sikon részletes megértése

» MSc:

» Gromov-Witten invaridnsok megértése
» Hilbert sémak

» PhD:

» Kvantum kohomoldgia
» Donaldson-Thomas invaridnsok (a Gromov-Witten invaridnsok
dudlis parjai)



